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１．はじめに 

地理的加重回帰（geographically weighted regression: 

GWR; Fotheringham et al., 1996; Brunsdon et al., 1996）

は，空間的異質性（spatial heterogeneity）を捉えるた

め地点毎あるいはゾーン毎に回帰係数を推定する局

所回帰モデルである．多種多様な地理空間情報が利

用可能になってきた中で，GWRは，大規模データに

対しても安定かつ高速に推定可能とする方法（e.g., 

Murakami et al. 2021）が提案されたり，ロジスティッ

ク分布（Atkinson et al., 2003）やポアソン分布（Nakaya 

et al., 2005）など正規分布以外の統計分布に従うデー

タを扱えるよう拡張が図られたりと，研究が蓄積さ

れてきた． 

GWR を含む地理的加重法の研究動向と今後の展

望をレビューした堤田ほか（2021）が指摘する研究

余地のひとつに，比率データに対応した GWR の拡

張がある．da Silva and Lima (2017) は二変量の比率

データに対する GWR として，ベータ分布を導入し

たモデルを提案している．多変量の比率データへの

対応として，da Silva and Lima (2017) の考え方を一

般化し，ディリクレ分布を導入した GWR を構築す

ることが考えられるがこのモデルはまだ開発されて

いない． 

一方，別のアプローチに基づいて，多変量の比率

データに対する GWR が提案されている．吉田ほか

（2020）は，多変量の比率データの扱いについて，

岩石の化学組成データなどを扱う地質学分野におい

て発展し，対数比変換により比率データを分析する

枠組みである組成データ解析（compositional data 

analysis: CoDA; Aitchison, 1982）を援用したモデルを

検討している．より具体的には，比率データの特性

である各要素の総和が一定（たとえば，割合であれ
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ば 1，百分率であれば 100）という定数和制約

（constant-sum constraint）を取り除いたうえで，変換

した各変量について GWR を実行し，逆対数比変換

によりパラメータの解釈を行うモデルを検討してい

る．しかし，上記の方法では，定数和制約と空間的

異質性は考慮されているものの，変換した変量に関

する複数本の GWR の誤差相関は考慮されていない．

後述するように CoDAの回帰モデルでは，対数比変

換後の各モデルを独立とみなして推定が実行される

ことが多い．対数比変換自体に比率データの変量間

の相互依存関係があるため，変換後の複数本のモデ

ルを同時方程式モデルとして扱うことにより誤差相

関を考慮することが発展の一つとして考えられる． 

以上を踏まえ本研究では，吉田ほか（2020）のモ

デルに，同時方程式モデルである seemingly unrelated 

regression (SUR; Zellner, 1962) を組み合わせて誤差

相関を考慮した geographically weighted and seemingly 

unrelated regression for compositional data 

(GWSURcoda) を検討する．そして，開発したモデル

を米国の所得階層別の世帯比率の分析に適用するこ

とで，その有効性を確認する．なお，以降，多変量

の比率データを組成データ（compositional data）と呼

称する． 

 

２．地理的加重回帰モデル 

通常の GWR は地点 𝑠𝑖  (𝑖 ∈ {1, 2, … , 𝑛}) の被説明

変数 𝑦𝑖 が式（1）に従うことを仮定する： 

𝑦𝑖 = ∑ 𝑥𝑖,𝑘𝛽𝑖,𝑘 + 𝜀𝑖

𝐾

𝑘=1

. (1) 

ここで，𝑥𝑖,𝑘 は説明変数，𝜀𝑖 は誤差項である．地点 

𝑠𝑖 周辺の局所的な特性を捉えるために，回帰係数は

地点 𝑠𝑖 からの距離に応じて各標本に重みを付けた

上で推定される．その推定量は式（2）で表される： 

𝛃̂𝑖 = (𝐗′𝐆𝑖𝐗)−1𝐗′𝐆𝑖𝐲. (2) 

ここで，𝐲 は被説明変数ベクトル，𝐗 は説明変数行

列である．𝐆𝑖 は地点 𝑠𝑗  (𝑗 ∈ {1, 2, … , 𝑛}) に対する重

み 𝑔𝑖,𝑗  を第 𝑗 要素に持つ対角行列である．この重

みは，例えば式（3）の正規カーネルで与えることが

できる： 

𝑔𝑖,𝑗 = exp [− (
𝑑𝑖,𝑗

𝑏
)

2

]. (3) 

ここで，𝑑𝑖,𝑗 は地点 𝑠𝑖 , 𝑠𝑗  間の直線距離である．回

帰係数はバンド幅 𝑏  が大きい場合に大域的，小さ

い場合に局所的な空間パターンを示す． 

バ ン ド 幅 𝑏 は Leave-One-Out Cross-Validation 

(LOOCV) によって推定することができる．LOOCV

では「i 以外の標本の値から標本 i の値を予測する」

操作を全標本について実行し，それを反復すること

で式（4）の CVスコア： 

CV = ∑ [𝑦𝑖 − ∑ 𝑥𝑖,𝑘𝛽̂−𝑖,𝑘

𝐾

𝑘=1

]

2𝑛

𝑖=1

 (4) 

を最小化する 𝑏 を探索する．ここで，𝛽̂−𝑖,𝑘 は i 以

外の標本から推定される 𝛽𝑖,𝑘であり，𝐆𝑖  の第 i 要

素を 0に置き換えた式（2）で与えられる．次章では，

GWRを組成データ用に拡張する． 

 

３．組成データのための地理的加重回帰モデル 

3.1. 組成データ 

GWR の拡張に際し，まず組成データについて簡

単に整理する．変量数がD（D-parts），各変量が比率

で 与 え ら れ た 組 成 デ ー タ ベ ク ト ル  𝐩 =

(𝑝1, 𝑝2, … , 𝑝𝐷)の標本空間（単体空間）は式（5）で定

義することができる（Aitchison, 1982）： 

𝒮𝐷 = {𝐩 |𝑝𝑚 > 0, 𝑚 = 1,2, … , 𝐷, ∑ 𝑝𝑚

𝐷

𝑚=1

= 100}. 

 (5) 

Aitchison (1992)は，𝒮𝐷における距離関数を議論し，

アイチソン内積（Aitchison inner product，式 6）： 

⟨𝐩, 𝐪⟩A =
1

2𝐷
∑ ∑ ln

𝐷

𝑚̌=1

𝐷

𝑚=1

𝑝𝑚

𝑝𝑚̌

ln
𝑞𝑚

𝑞𝑚̌

 (6) 

とアイチソンノルム（Aitchison norm，式 7）：  

∥ 𝐩 ∥A= √⟨𝐩, 𝐩⟩A = √
1

2𝐷
∑ ∑ (ln

𝑝𝑚

𝑝𝑚̇

)
2

𝐷

𝑚̇=1

𝐷

𝑚=1

 (7) 

を定義している．ここで，𝐩, 𝐪 ∈ 𝒮𝐷，𝑚, 𝑚̌, 𝑚̇ =

1,2, … , 𝐷 である．式（6），（7）から確認できるよう

に，𝒮𝐷における距離関数はユークリッド空間のもの

と比較して，対数比に基づいて定義される． 
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3.2．対数比変換 

 CoDA における分析手順は，対数比変換（単体空

間），統計解析（ユークリッド空間），逆対数比変換

（単体空間），そして解釈，とすることが多い．標準

的に用いられる統計解析手法がユークリッド空間を

前提に定義されているため，組成データをその標本

空間である単体空間からユークリッド空間上に変換

することで豊富な解析手段を享受することができる．

様々な対数比変換法が検討されてきたが，ここでは

現在よく利用される等長対数比（isometric log-ratio, 

ilr，式 8）変換を導入する． 

ilr(𝐩) = 𝐩∗ = (𝑝1
∗, 𝑝2

∗, … , 𝑝𝐷−1
∗ ) ∈ ℝ𝐷−1 (8) 

ここで，𝑝𝑙
∗ = √

𝐷−𝑙

𝐷−𝑙+1
ln

𝑝𝑙

√∏ 𝑝𝑚
𝐷
𝑚=𝑙+1

𝐷−𝑙
，𝑙 = 1, 2, … , (𝐷 −

1) である． ilr 変換は，等長性（式 9）を保つ望ま

しい対数比としてEgozcue et al. (2003) が提案した変

換法である．  

⟨𝐩, 𝐪⟩A = 〈ilr(𝐩), ilr(𝐪)〉, 

∥ 𝐩 ∥A= ‖ilr(𝐩)‖, 
(9) 

ilr変換は，その他の変換法で生じる問題を避け，任

意の正規直交座標のもとに変換を行うことが可能で

ある．このため様々な ilr変換が定義できるが，式（8）

で定義した ilr変換は，第一変量（pivot）のみを変換

後も直接解釈しやすくした変換である（Fišerová and 

Hron, 2011）．  

 

3.3．GWSURcoda 

 GWSURCoDaは，定数和制約，空間的異質性，誤

差相関の 3点の特性を考慮する．以下それぞれの対

処について整理する．ここでは，被説明変数が D-

partsの組成データの場合を考える．  

 まず，定数和制約を考慮するため，式（1）におい

て，被説明変数𝐲𝑖 ∈ 𝒮𝐷，説明変数𝑥𝑖,𝑘 ∈ ℝ，パラメー

タ(𝛃𝑖)𝑘 ∈ 𝒮𝐷，誤差項𝛆𝑖 ∈ 𝒮𝐷に置き換え，ilr変換す

ると式（10）のように表すことができる： 

𝑦𝑖
∗(𝑙)

= ∑ (𝑥𝑖,𝑘 ⋅ (𝛽𝑖
∗(𝑙))

𝑘
)

𝐾+1

𝑘=1

+ 𝜀𝑖
∗(𝑙)

. (10) 

ここで，添え字「(𝑙)」は(𝐷 − 1)本ある回帰モデルの

第 𝑙 番目であることを表す． 

続いて，空間的異質性を考慮する．ilr変換の等長

性より，残差 𝐮𝑖 ∈ 𝒮𝒟の二乗和は式（11）で表すこと

ができることから，この最小化は(𝐷 − 1)本の回帰モ

デルの残差を個別に最小化した場合に等しくなる．

したがって，各回帰モデルを独立に扱うことが可能

となり（Pawlowsky-Glahn et al., 2015），第 2節で整理

したGWRおよび LOOCVを独立に(𝐷 − 1)回実行す

ることでパラメータ推定値を得ることができる． 

∑∥∥𝐮𝑖∥∥A

2

𝑛

𝑖=1

= ∑∥∥𝐮𝑖
∗∥∥

2

𝑛

𝑖=1

= ∑ ∑(u𝑖
∗(𝑙)

)
2

𝐷−1

𝑙=1

𝑛

𝑖=1

. (11) 

第 𝑙 番目のパラメータとバンド幅は，式（2, 4）と

同様に得ることができる（式 12, 13）： 

𝛃̂𝑖
∗(𝑙)

= [𝐗′𝐆𝑖(𝑏(𝑙))𝐗]
−1

𝐗′𝐆𝑖(𝑏(𝑙))𝐲∗(𝑙), (12) 

CV = ∑ (𝑦𝑖
∗(𝑙)

− ∑ (𝑥𝑖,𝑘 ⋅ (𝛽̂−𝑖
∗(𝑙))

𝑘
)

𝐾+1

𝑘=1

)

2

.

𝑛

𝑖=1

 (13) 

以上より，ユークリッド空間における GWR のパラ

メータ𝛃̂𝑖
∗(𝑙)
と残差𝐮̂∗(𝑙) = 𝐲∗(𝑙) − 𝐗𝛃̂𝑖

∗(𝑙)
が得られる． 

最後に，誤差相関を考慮する．第 𝑙 番目と第 𝑙 番

目のモデルの誤差相関は式（14）で表すことができ

る． 

E (ε𝑖
∗(𝑙)

ε𝑗
∗(𝑙́)′

) = {
𝜎𝑙,𝑙́ (𝑖 = 𝑗),

0 (otherwise),
 (14) 

ここで，𝑙, 𝑙 ∈ {1,2, … , (𝐷 − 1)}，𝑖, 𝑗 ∈ {1,2, … , 𝑛}であ

る．また，𝛆̃∗ = (𝛆∗(1)′, 𝛆∗(2)′, … , 𝛆∗(𝐷−1)′)′ とおくと，

この 𝑛(𝐷 − 1) × 1の誤差ベクトルの分散共分散行

列は式（15）と表すことができる． 

𝛀∗ = E(𝛆̃∗𝛆̃∗′) = 𝚺∗ ⊗ 𝐈𝑛 (15) 

ここで，𝚺∗は第 (𝑙, 𝑙)  要素が𝜎𝑙,𝑙́である(𝐷 − 1) ×

(𝐷 − 1)行列であり，⊗はクロネッカー積である．𝛀∗

は未知であるから，その推定値 𝛀̂∗を式（12, 13）か

ら得られた 𝛃̂𝑖
∗(𝑙)
と 𝐮̂∗(𝑙)より求める．いま，𝐆𝑖 =

𝐈𝐷−1 ⊗ 𝐆𝑖 , 𝐲̃∗ = (𝐲∗(1)′, 𝐲∗(2)′, … , 𝐲∗(𝐷−1)′)′ , 𝐗̃ =

𝐈𝐷−1 ⊗ 𝐗 , 𝛃̃𝑖
∗ = (𝛃𝑖

∗(1)′
, 𝛃𝑖

∗(2)′
, … , 𝛃𝑖

∗(𝐷−1)′)′とおくと，

実行可能な推定量は式（16）で与えられる： 
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𝛃̃𝑖
∗ = [𝐗̃′𝐆

1
2𝛀̂∗−1𝐆

1
2𝐗̃]

−1

𝐗̃′𝐆1/2𝛀̂∗−1𝐆1/2𝐲̃∗. (16) 

得られた推定値に式（8）の逆変換を行うことで，説

明変数の偏弾力性（式 17）と予測確率 𝒚̂𝑖 を導出す

ることができる（Egozcue et al., 2011, Morais et al., 

2018）． 

Semi elasticity𝑖,𝑚

= (ln((𝛽𝑖)𝑘,𝑚) − ∑ (𝑦𝑖,𝑚ln((𝛽𝑖)𝑘,𝑚))𝐷
𝑚=1 ) 𝑦𝑖,𝑚.

(17) 

４．所得分析への応用 

4.1．概要 

本節では GWSURcodaを米国の郡単位の世帯所得

データ（2017年）に適用する．分析では，地理的な

連担性を保つためアラスカ州とハワイ州を除いた．

サンプルサイズは 3,108 である．被説明変数（組成

データ）は，過去 12カ月の世帯所得に応じて，75,000

ドル以上（High-Income），35,000ドルから 75,000ド

ルの間（Middle-Income），35,000 ドル以下（Low-

Income）の 3変量の世帯数比率とした．図 1は組成

データの 3次元単体空間上の分布である．地域的な

空間異質性を考察するため，米国内有数の都市部で

ある New York 郡（ニューヨーク州），メキシコ国境

に位置する El Paso 郡（テキサス州），国立公園内に

位置し自然観光が盛んな Park 郡（ワイオミング州）

を取り上げる．説明変数には，学位取得者・大卒者

の比率（Univ.），年齢の中央値（Age），および英語が

主要言語である居住者の比率（Eng.）とした．  

図 1: 所得階層別世帯数割合の三角図 

4.2．結果 

推定された各偏弾力性を図 2に示す．偏弾力性は，

説明変数が 1単位増加したときの被説明変数の相対

的変化率を示す．組成データの回帰モデルにおいて

は，説明変数毎の偏弾力性の和が 0であるため、各

変数の影響を容易かつ直接的に解釈することができ

る．たとえば，都市部である New York 郡の Univ.が

1単位増加した場合，高所得比率は+0.531%，中所得

比率は–0.262%，低所得比率は–0.269%となった．同

様に，El Paso 郡では，高所得比率は+0.539%，中所

得比率は–0.077%，低所得比率は–0.462%であり，Park 

郡では，高所得比率は+0.288%，中所得比率は–

0.154%，低所得比率は–0.134%であった．New York郡

の低所得者比率に対する Univ.の影響は，Park郡と比

べ約 2倍であった．図 2の偏弾力性の空間分布から

は，特に東海岸と西海岸において，Univ. が高所得者

比率に正の影響を与えることを示している．これら

の地域には多くのホワイトカラーと専門労働者が住

んでいるため，この結果は妥当といえる． 

 図 3は，各地域において，説明変数の値を変化さ

せたときに世帯数比率がどの程度変化するのかを予

測確率によって示したものである．図より，いずれ

の地域においても，Univ. は高所得比率に正の影響

をもつことがわかる．特に New York 郡において強

い正の関係があり，他変数が一定と仮定した場合，

Univ.が 8%から 10%程度となると支配的な所得者層

が変化する．Age と Eng.は地域ごとに異なる変化パ

ターンを示す．New York郡では Ageの各所得比率へ

の影響は 10%未満でほぼ変わらないのに対し，Age

が増加すると，El Paso郡では低所得者比率が線形に

増加し，Park 郡では指数的に増加する．この結果は，

Park 郡における低所得比率への Age の影響が他地

域に比べてより重要であることを示唆している．同

様に，New York 郡における Eng.の各所得比率への

影響はほぼ変わらないのに対し，El Paso，Parkの両

郡では高所得比率が増加する．また，Park 郡では，

低所得者比率が指数的に減少している．この結果は，

Park 郡では，低所得者比率を下げ，高所得者比率を

上げるために Eng. が重要であることを示唆する．  
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図 3: 予測確率の変化（各パネルにおいて，対象の説

明変数は全観測値の[最小値，最大値]の範囲で変化

させ，その他の説明変数は各郡の観測値で固定） 
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